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PREFAZIONE 
 
Il lavoro di questa tesi nasce dallo scopo di poter chiarire alcuni aspetti 
sulla rappresentazione grafica dei principali criteri di crisi, o di resistenza, dei 
materiali, affrontati nel corso di Scienza delle Costruzioni. 
Come noto tali criteri possono essere rappresentati tramite superfici in 
uno spazio tridimensionale, quindi data la difficoltà che comporta la 
rappresentazione manuale di tali criteri in una lezione frontale, l’obiettivo 
principale è stato appunto quello di approfondire i dettagli della loro 
rappresentazione nello spazio.  
A tale scopo è stato utilizzato il programma “Matlab”, grazie al quale è 
stato possibile tradurre i concetti elaborati teoricamente, cioè tramite 
equazioni, in un riscontro pratico ed efficace. 
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Capitolo 1 
 
IL COMPORTAMENTO MECCANICO DEI 
MATERIALI 
 
1.1   Introduzione alla sperimentazione sui materiali 
La sperimentazione sui materiali rappresenta un indispensabile 
strumento di verifica dei risultati che la Scienza delle Costruzioni consegue, 
interpretando i vari fenomeni con i suoi modelli teorici. Essa si esplica 
sottoponendo dei saggi o provini, di dimensioni e forme opportune, a 
sollecitazioni di vario genere, previa utilizzazione di appropriate macchine di 
prova. 
Lo scopo è quello di riuscire a scegliere tra i vari materiali atti ad essere 
impiegati nelle costruzioni, quelli che risultano più idonei allo scopo, e che 
soddisfano i requisiti previsti dalle normative tecniche. Per ciascun tipo di 
materiale i provini vanno preparati in numero, forma, dimensioni adeguati, 
secondo precise disposizioni, allo scopo di rendere tra loro confrontabili i 
risultati ottenuti. 
La definizione della “scala”, alla quale si riferisce un certo 
comportamento del materiale eterogeneo, è fondamentale, in quanto la 
risposta meccanica dei materiali sottoposti a prova è, in generale, molto 
variabile in dipendenza della dimensione del provino. Ad esempio, nella 
prova a trazione per i materiali metallici, che è la più semplice e più 
frequentemente eseguita, si usano provini a sezione circolare o rettangolare, 
con rapporto tra i lati, nel secondo caso, non inferiore a 1:4. Al contrario, le 
prove di compressione sui materiali lapidei si possono effettuare su saggi di 
forma cubica, oppure prismatica o cilindrica.  
Nel corso di queste prove è possibile misurare, al variare del carico 
applicato, deformazioni, spostamenti e rotazioni. 
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Le nozioni di cui si è a conoscenza, derivanti dall’analisi deformativa e 
tensionale, hanno carattere generale, ovvero si traducono come proprietà 
comuni a tutti i corpi deformabili soggetti a forze. È ben noto però che a corpi 
aventi la stessa geometria ma differente natura, corrispondono in generale 
deformazioni differenti sotto uno stesso sistema di forze. Sorge quindi 
spontanea la necessità di introdurre certe ipotesi sulla natura dei continui, 
ipotesi che specifichino la diversità del loro comportamento o, in altre parole, 
fissino le modalità con cui esse rispondono alle azioni applicate. La casistica 
è ovviamente assai vasta e resa ancora più complessa dal fatto che il materiale 
può presentare differenti comportamenti, anche a seconda dei livelli raggiunti 
dallo stato di sollecitazione. 
La teoria che interpreta le differenze fisiche esistenti fra i vari materiali 
di cui i corpi si possono pensare costituiti, si dice teoria delle relazioni 
costitutive. Senza entrare troppo nel merito, l’aspetto fondamentale che si 
vuole sottolineare è che, nel seguito, si farà riferimento alla più semplice delle 
relazioni costitutive, quella cioè dei materiali linearmente elastici. In 
particolare si farà sistematicamente uso di due ipotesi chiave: la prima, di 
omogeneità, secondo la quale le caratteristiche del materiale non variano da 
punto a punto se la densità del continuo è costante; la seconda, di isotropia, 
ovvero un corpo continuo per il quale, in ogni suo punto, il legame costitutivo 
non dipende da nessuna rotazione rigida cui esso è sottoposto; in altri termini 
in un punto di un corpo isotropo le proprietà costitutive sono le stesse per tutte 
le direzioni. 
Se lo stato di sforzo permane entro valori relativamente contenuti, la 
risposta meccanica dei materiali da costruzione può essere descritta con 
precisione generalmente soddisfacente mediante la Teoria dell’elasticità 
lineare infinitesima, di cui si è a conoscenza. 
Da ciò nasce uno dei problemi fondamentali della Scienza delle 
Costruzioni, ovvero quello di stabilire in che misura, uno stato di sforzo è 
contenuto entro il dominio elastico del materiale, e se quest’ultimo è in grado 
di subire deformazioni permanenti o rotture con un certo grado di sicurezza. 
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Per rispondere a queste domande è necessario, inoltre, estendere lo studio del 
comportamento meccanico dei materiali anche oltre i confini dell’elasticità 
lineare. 
L’attenzione è qui rivolta, in particolare, a due tipi di comportamento 
meccanico secondo i quali i materiali vengono classificati: duttile e fragile. 
Il comportamento duttile, che si osserva generalmente nei materiali 
metallici soggetti a deformazioni moderate, è caratterizzato dalla notevole 
capacità del materiale di sopportare gli sforzi interni al crescere dello 
spostamento imposto, con apprezzabili deformazioni irreversibili che 
permangono anche dopo la rimozione delle cause che le hanno prodotte. A 
questa categoria appartengono materiali tipicamente metallici. 
Viceversa, il comportamento fragile, caratteristico dei conglomerati, 
ceramiche e rocce, si manifesta all’aumentare dello spostamento impresso 
con il raggiungimento della resistenza limite, che successivamente si riduce 
in modo rapido sino a rottura; questa avviene con deformazioni permanenti 
nulle o limitate. 
Materiali fragili o duttili a trazione lo sono in genere anche a 
compressione, anche se le modalità di rottura possono presentare differenze 
sostanziali. 
Nei materiali da costruzione, la duttilità è una caratteristica auspicabile 
in quanto la rottura fragile rappresenta un fenomeno in genere improvviso, 
non preceduto da particolari segni premonitori. Ad esempio, le barre 
metalliche nelle strutture in calcestruzzo armato hanno lo scopo, non solo di 
fornire quella resistenza a trazione che il conglomerato non possiede, ma 
anche di conferire duttilità al comportamento globale. Va anche detto che il 
materiale può risultare più o meno duttile in diverse situazioni ambientali. Un 
acciaio duttile in condizioni normali, può diventare fragile a basse 
temperature, al punto che, per macchinari destinati a operare in zone 
antartiche o nel nord del continente americano, è prescritto l’uso di acciai 
speciali, in grado di assicurare comunque una duttilità adeguata. 
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La sperimentazione dei materiali e delle strutture ha acquisito ormai il 
carattere di una vera e propria disciplina autonoma che, affiancando la 
Scienza delle Costruzioni, ne rappresenta un indispensabile supporto. 
 
1.2   Le prove sui materiali duttili 
1.2.1    La prova di trazione 
La fenomenologia del comportamento duttile può essere sintetizzata 
nella risposta a trazione monoassiale di materiali metallici. 
In questa tipologia di prova il saggio è assimilabile ad un solido di de 
Saint-Venant soggetto a sforzo normale. Detta perciò N la forza agente ed A0 
l’area della sezione trasversale, in ogni punto è presente una tensione 
𝜎𝜎 = 𝑁𝑁
𝐴𝐴0
                            (1.1) 
Facendo crescere la forza gradualmente da zero ad un certo valore, il 
provino subisce un allungamento Δl, rispetto alla lunghezza iniziale lo, cui 
corrisponde un coefficiente di dilatazione lineare 
𝜖𝜖 = ∆𝑙𝑙
𝑙𝑙0
                              (1.2) 
Il digramma σ-ε presenta generalmente l’aspetto in figura: 
Figura 1.1 - Diagramma sperimentale (SOLLAZZO,1988) 
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In esso sono distinguibili valori caratteristici della tensione cui viene 
sottoposto il provino, ai quali corrispondono successivi mutamenti del 
comportamento del materiale. 
Il valore σp della tensione limite di proporzionalità corrisponde 
all’ordinata superiore del tratto OP in cui la legge σ-ε è praticamente lineare 
(legge di Hooke) ed è rappresentabile mediante una retta passante per 
l’origine. La tangente dell’angolo α che la retta forma con l’asse delle ε, 
fornisce il modulo di elasticità, o di Young, “E”, del materiale, pari al rapporto 
𝜎𝜎/𝜀𝜀. 
Il valore σe della tensione limite di elasticità rappresenta l’ordinata 
superiore dell’intervallo in cui il materiale è ancora elastico ma non lineare: 
il diagramma non è più rettilineo. Al cessare dell’azione della forza e del 
conseguente stato tensionale, il provino torna nella configurazione iniziale 
indeformata, seguendo lo stesso percorso relativo alla fase di carico. 
Alla fase descritta segue il tratto di snervamento che si manifesta 
all’inizio con un incremento della deformazione accompagnata da una 
diminuzione del carico; successivamente con un ulteriore aumento della 
deformazione sotto carico praticamente costante. Questo fenomeno si può 
interpretare supponendo che, le deformazioni che si sviluppano in questa fase, 
derivano dalle tensioni tangenziali che, in uno stato di tensione monoassiale, 
si manifestano su piani inclinati a 45°. Diverse esperienze hanno evidenziato 
che una volta raggiunto lo snervamento si formano sulla superficie del 
provino delle striature che denotano scorrimenti nel materiale secondo piani 
paralleli, denominate linee o bande di scorrimento. È stato interpretato che 
questo fenomeno si attiva una volta raggiunto un valore limite della tensione 
tangenziale sul piano di scorrimento. L’interpretazione dello snervamento in 
termini di scorrimenti plastici, attivati dalle tensioni tangenziali, trova 
riscontro a livello macroscopico anche dalle osservazioni sperimentali, in 
base alle quali variazioni della tensione idrostatica non hanno effetto sullo 
snervamento. 
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In corrispondenza del valore σr della cosiddetta tensione di rottura il 
provino perde la sua continuità e si spezza. In realtà il diagramma, dopo aver 
raggiunto un massimo nel punto R, s’incurva verso il basso fino ad un’ascissa 
𝜀𝜀 = 𝜀𝜀𝑟𝑟 detta deformazione di rottura. Il decrescere del diagramma si sviluppa 
a causa del fenomeno della strizione, ovvero ad una sensibile diminuzione 
dell’area di provino, che riduce il valore del carico che il provino stesso è in 
grado di sopportare. Tale fenomeno, che si riscontra in grandi deformazioni, 
comporta livelli elevati della tensione locale, che innescano processi di 
decoesione intergranulare dando luogo alla rottura per separazione del 
provino con modalità fragile nella fase finale. 
Il legame σ–ε così descritto è tipico degli acciai dotati di una fase di 
snervamento nettamente rilevabile; altri acciai come quelli adoperati nel 
cemento armato precompresso presentano un diagramma con deformazione 
gradualmente crescente fino a rottura e con uno snervamento quasi per niente 
rilevabile. La necessità di individuare comunque un livello di tensione, che 
separi il campo delle grandi da quello delle piccole deformazioni, porta a 
definire una tensione di snervamento convenzionale, corrispondente, ad 
esempio, a quella che produce una deformazione residua dello 0,2%. 
 
1.2.2    La prova di compressione 
La prova di compressione sui materiali metallici è di rara esecuzione; 
possiamo però affermare, in modo approssimativo, che questi materiali 
presentano un ugual comportamento in trazione e in compressione e per essi 
il diagramma σ–ε è polar-simmetrico rispetto all’origine O. 
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Tutte le prove, sia a trazione sia a compressione, devono essere eseguite 
incrementando i carichi applicati con la dovuta gradualità. Velocità di prova 
elevate falsano i risultati in quanto danno generalmente luogo a resistenze più 
elevate e ad allungamenti più contenuti: per far sì che i risultati di esperienze 
diverse siano confrontabili tra loro, le normative fissano in genere 
l’incremento massimo che il carico applicato può subire nell’unità di tempo. 
1.2.3    Risultati sperimentali e schematizzazione dei diagrammi 
Nel corso di una prova di trazione si valutano innanzitutto le tensioni di 
snervamento σs o di rottura σr. Esse di norma vengono poi confrontate con 
quelle prescritte per ciascun tipo di materiale ai fini dell’accettabilità di 
quest’ultimo. Elemento di massima importanza è l’allungamento percentuale 
a rottura, definito come il rapporto: 
𝜀𝜀 = 𝑙𝑙−𝑙𝑙0
𝑙𝑙0
∙ 100                               (1.3) 
Esso è indicativo della capacità del materiale di deformarsi 
plasticamente prima che si manifesti la rottura ed è un indice della sua 
duttilità. 
Figura 1.2 - Materiale duttile 
(SOLLAZZO,1988) 
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Di particolare interesse è il comportamento allo scarico, quando sia 
stata superata la soglia di elasticità o addirittura quella di snervamento. In 
entrambi i casi, supponendo che lo scarico cominci da “C”, il punto 
rappresentativo dello stato tenso-deformativo del provino non ripercorre in 
senso inverso il diagramma, bensì una retta sensibilmente parallela al tratto 
elastico. Questa retta individua, nell’asse delle ascisse, un punto “L” che 
delimita la cosiddetta deformazione residua o permanente, detta anche 
plastica. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se da tale situazione si procedesse ad un nuovo incremento del carico, 
il diagramma ripercorrerebbe il tratto “LC” tornando poi ad identificarsi con 
il ramo “CR”. Questo fenomeno, che va sotto il nome di effetto Bauschinger, 
determina un innalzamento del limite di elasticità in trazione, con 
conseguente abbassamento di quello in compressione. 
I diagrammi tensione-deformazione desumibili da prove monoassiali 
possono essere variamente schematizzati. Gran parte delle schematizzazioni 
adottate nelle teorie che studiano il comportamento dei materiali al di là del 
campo di elasticità lineare, considerano coincidenti i primi due limiti (σp e σe) 
con quello di snervamento. Il diagramma più semplice diviene allora quello 
che definisce il cosiddetto comportamento perfettamente elasto-plastico. 
Figura 1.3 - Comportamento allo scarico 
(SOLLAZZO,1988) 
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Fino al raggiungimento della tensione σs si suppone che il provino 
segua la legge di Hooke ed abbia perciò un comportamento elastico lineare; 
successivamente si ammette che esso possa subire allungamenti di entità 
qualsiasi senza che la tensione aumenti, con comportamento tipicamente 
plastico. 
1.3   Le prove sui materiali fragili 
Il comportamento fragile è più comune nei materiali multifase a grana 
media, in cui la forza di coesione tra le fasi è limitata e si manifesta con 
evidenza soprattutto in condizione di prevalente trazione. Materiali che 
esibiscono un comportamento di questo tipo sono il calcestruzzo, la malta 
cementizia, i materiali ceramici (cemento, vetro, laterizio, ecc.), anche molte 
rocce. 
Pur essendo tipica dei materiali non metallici, la rottura fragile può, 
sotto determinate condizioni, verificarsi anche per materiali dotati di una 
considerevole duttilità. Per un materiale da costruzione il suo verificarsi è 
sempre un evento negativo, in quanto essa avviene improvvisamente, sotto 
tensioni molto basse, quando il continuo ha ancora un comportamento lineare. 
Figura 1.4 - Legame perfettamente elasto-plastico 
(SOLLAZZO,1988) 
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Una delle situazioni in cui può manifestarsi la rottura fragile per un 
materiale metallico è quella determinata da particolari situazioni non 
monoassiali. Infatti, in uno stato tensionale, l’intensità della tensione 
tangenziale dipende dalla differenza tra la massima e la minima tensione 
principale. Avendo ordinato le tensioni principali in modo tale che 𝑠𝑠𝐼𝐼 ≥ 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 ≥
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼, la tensione tangenziale massima si esprime: 
𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = |𝑠𝑠𝐼𝐼−𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼|2                              (1.4) 
Se accade che le sI ed sIII siano poco differenti l’una dall’altra, la τmax può 
assumere valori modesti al punto che, anziché verificarsi lo scorrimento 
plastico come nel caso monoassiale, si manifesta una rottura fragile per 
decoesione sotto l’azione della tensione normale massima e secondo un piano 
ad essa ortogonale.  
Inoltre, gioca un ruolo essenziale anche la temperatura alla quale si 
trova il materiale: la rottura è sempre fragile quando scende al di sotto di un 
determinato limite. Anzi, per ogni materiale, si possono individuare due 
temperature T1 < T2 tali che, al di sopra di T2, la rottura è sempre duttile, al di 
sotto di T1 la rottura è sempre fragile, mentre nell’intervallo fra le due, detto 
zona di transizione, può essere dell’uno o dell’altro tipo. 
Figura 1.5 - Il comportamento fragile 
(SOLLAZZO,1988) 
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1.3.1    La prova di compressione nei materiali fragili 
I materiali lapidei sono dotati di resistenza meccanica in compressione 
nettamente migliore di quella in trazione, che spesso è da ritenere trascurabile. 
Per essi pertanto la prova più frequente è quella di schiacciamento, eseguita 
con una pressa, tra le cui piastre si introduce il provino di forma cubica, 
prismatica o cilindrica; la determinazione più consueta consiste nella 
valutazione della tensione σr di rottura.  
La prova è fortemente influenzata dalle modalità di esecuzione. In 
particolare l’attrito tra le piastre della macchina e le facce del provino 
influenza sia la resistenza massima sia il tipo di rottura. Nei materiali lapidei 
la rottura avviene con formazione di schegge e, se il provino è di forma 
cubica, si manifesta con il formarsi di due tronchi di piramide. Se viceversa 
si interpone tra piastre e facce un foglio di piombo, la rottura avviene 
silenziosamente e si produce sotto un carico minore del precedente. Causa 
essenziale di questo diverso comportamento è il crearsi, lungo le facce 
premute, di tensioni tangenziali dirette, nel primo caso, verso il centro del 
provino tali da ostacolare la libera dilatazione trasversale. Nel secondo caso 
le tensioni sono dirette invece verso l’esterno e agevolano la disgregazione. 
Per motivi analoghi ha influenza sulla resistenza a compressione la 
forma del saggio. La σr è più elevata nel provino cubico che in quello 
prismatico. La prova a compressione semplice è la più comunemente usata 
anche per qualificare i calcestruzzi e viene utilizzata per determinare la 
tensione di rottura pari al rapporto tra il massimo carico misurato al momento 
della rottura stessa e l’area della sezione trasversale; tale risultato 
convenzionale è infatti indice di buona qualità per il conglomerato. Inoltre è 
da rilevare che, a parità di dimensione dei provini, la resistenza a 
compressione è di circa un ordine di grandezza maggiore di quella a trazione 
(σc ≈ 10 σt).  
Un aspetto da tener di conto è quello evidenziato da esperimenti 
condotti a compressione dominante crescente e confinamento laterale 
costante, i quali hanno evidenziato sensibili incrementi della resistenza. 
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L’aumento della compressione di confinamento modifica i meccanismi di 
deformazione anelastica, che si manifestano con bande di scorrimento 
secondo piani inclinati rispetto alla direzione della compressione dominante, 
determinando una transizione di comportamento da fragile a duttile. Infatti, 
oltre un certo livello, la compressione di confinamento inibisce la 
propagazione di fessure parallelamente alla compressione, mentre si 
osservano scorrimenti con propagazione di microfessure su piani inclinati e 
deformazioni permanenti. 
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Capitolo 2 
 
LA RAPPRESENTAZIONE GRAFICA DEGLI 
STATI TENSIONALI 
 
2.1   La rappresentazione di Mohr 
La costruzione del cerchio di Mohr per le tensioni costituisce un metodo 
assai sintetico e pratico per la rappresentazione grafica dello stato di tensione 
in un punto del solido. Esso determina lo stato di tensione su particolari piani, 
e consente di dedurre talune qualità dello stato di tensione. 
Si consideri il fascio di piani attorno ad un asse di direzione principale 
della tensione in P, ad esempio l’asse z3 ≡ y3 (fig. 2.1a) che individua il piano 
principale π. 
Con riferimento alla terna P (y1, y2, y3), le componenti di tensione sono 
pertanto quelle contenute nella matrice: 
�
𝜎𝜎11 𝜎𝜎12 0
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 00 0 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼�                 (2.1) 
Figura 2.1 - Fascio di piani per P (SOLLAZZO,1988) 
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Sul generico piano di normale n del fascio, la tensione tn risulta parallela 
al piano π in quanto, dovendo risultare nulla su quest’ultimo la componente 
tangenziale τ3n, tale deve essere anche la τn3. Se pertanto si indica con ν la 
traccia del piano in questione su y1y2, le componenti di tn sono σn e τnv, aventi 
rispettivamente la direzione di n e di ν.  
Il verso di ν si può scegliere ad esempio in modo che, per ogni n 
prefissato, n si sovrapponga a ν nello stesso verso con cui y1 si sovrappone a 
y2 ruotando di π/2. In figura è rappresentata una sezione del fascio di piani 
perpendicolari a z3 e il verso assunto come positivo è quello antiorario. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tralasciando la dimostrazione che porta alla formulazione finale di σn 
e τnv, si riportano in seguito solo le espressioni rappresentative in forma 
parametrica, nel piano delle variabili σ e τ, di un cerchio, detto appunto 
cerchio di Mohr. 
�
𝜎𝜎𝑛𝑛 = 𝜎𝜎11+𝜎𝜎222 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑠𝑠2(𝛾𝛾 − 𝛼𝛼)
𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝛾𝛾 − 𝛼𝛼)           (2.2) 
Per costruire il cerchio di Mohr basta riportare sull’asse delle σn i punti 
di ascisse σ11 e σ22; il centro C del cerchio è il punto medio di ascissa: 
𝜎𝜎11+𝜎𝜎22
2
                                                 (2.3) 
e raggio R dato dalla: 
𝑅𝑅2 = �𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2
�
2 + 𝜎𝜎122                        (2.4) 
Figura 2.2 - Sezione fascio di piani 
perpendicolari a z3 (SOLLAZZO,1988) 
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Se si fissano gli assi σ e τ in modo che il primo sia parallelo a y1 ed il 
secondo parallelo a y2 ma di verso opposto, si ottiene il cerchio detto appunto 
cerchio di Mohr. 
È possibile ricavare anche un’espressione per l’angolo γ: 
𝑡𝑡𝑡𝑡(2𝛾𝛾) = 2𝜎𝜎12
𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
 .                   (2.5) 
Osservando la fig. 2.3b si denota P* come polo della rappresentazione 
di coordinate (σ11; -σ12). Conducendo per P* le parallele agli assi y2 ed y1 si 
ritrovano ovviamente le tensioni agenti sui piani coordinati e cioè gli elementi 
base utilizzati per la costruzione (vedi fig.). 
Punti particolari del cerchio di Mohr sono quelli di intersezione con 
l’asse delle σ. Essi sono gli unici ad ordinata nulla e ad ascisse i valori estremi. 
Le direzioni delle rette congiungenti P* con tali punti rappresentano perciò le 
tracce dei due piani principali del fascio: più in particolare “P*M” definisce 
la traccia del piano su cui la tensione normale è massima, “P*N” quella del 
piano su cui la tensione è minima. La traccia del piano principale su cui agisce 
la tensione s1,max è inclinata di γ rispetto all’asse y2, l’altra ancora di γ rispetto 
a y1: le due direzioni principali sono indicate con z1 e z2 rispettivamente. 
Figura 2.3 - Il cerchio di Mohr (SOLLAZZO,1988) 
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Si osserva infine che se σ12 = 0 e σ11 ≠ σ22, gli assi y1 e y2 del riferimento 
coincidono con gli assi principali z1 e z2; risulta inoltre γ=0 e il polo P* cade 
sull’asse delle ascisse. 
Infine, va osservato che la costruzione di Mohr può essere riferita a un 
fascio di piani attorno ad un qualsiasi asse, cioè non necessariamente 
principale; in tale situazione però le informazioni che ne derivano sono 
parziali, in quanto si riferiscono solo alla proiezione dello stato di tensione 
sul piano normale alla direzione prescelta. Essa è viceversa particolarmente 
efficace nel caso di stati di tensione biassiali quando si assuma come asse 
del fascio di piani la direzione principale a tensione nulla. 
L’illustrazione dettagliata della rappresentazione grafica per stati di 
tensione triassiali generici sono rappresentati attraverso l’arbelo di Mohr. 
Tutti i punti (σn, τnν) che rappresentano gli stati tensionali presenti sui 
piani dell’intera stella di piani passanti per il punto considerato sono contenuti 
nella regione in scuro nella figura. 
 Da questa rappresentazione si ha conferma di quanto già noto: che cioè 
la tensione normale sugli infiniti piani per P è compresa tra la massima sI e la 
minima sIII delle tre tensioni principali. Il valore assoluto della massima 
tensione tangenziale è pari a sua volta a: 
𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 12 max{|𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼|, |𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼|, |𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼|}        (2.6) 
ed è fornita dal raggio del maggiore dei tre cerchi in figura (ovvero quello di 
centro O2). 
Figura 2.4 - Arbelo di Mohr (SOLLAZZO,1988) 
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Se le tensioni principali sono ordinate in modo tale che 𝑠𝑠𝐼𝐼 ≥ 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 ≥ 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼, 
allora risulta: 
𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑠𝑠𝐼𝐼−𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2                   (2.7) 
2.2   Lo spazio delle tensioni principali o spazio di Haig-
Westergaard 
Per alcune applicazioni connesse con lo studio degli stati tensionali, è 
molto utile la rappresentazione del tensore di sforzo T nello spazio delle 
tensioni principali, detto anche spazio di Haig-Westergaard. 
Si consideri a questo scopo lo spazio vettoriale euclideo tridimensionale 
riferito alla base delle direzioni principali di sforzo (O, nI, nII, nIII), nel quale 
si rappresenta il vettore le cui componenti sono le tensioni principali 
organizzate nel vettore tensione principale: 
𝜎𝜎𝑃𝑃 = [𝜎𝜎𝐼𝐼 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼]𝑇𝑇.               (2.8) 
I tensori di sforzo idrostatici del tipo 
𝑎𝑎 �
1 0 00 1 00 0 1� = 𝑎𝑎 𝐼𝐼                      (2.9) 
presentano vettore tensione principale del tipo: 
𝜎𝜎𝑃𝑃 = 𝑎𝑎[1 1 1]𝑇𝑇.                     (2.10) 
Nello spazio delle tensioni principali, il versore 
𝑚𝑚 =  [1/√3 1/√3 1/√3]𝑇𝑇,          (2.11) 
equinclinato rispetto alle tre direzioni principali, definisce il cosiddetto asse 
idrostatico di sforzo, in quanto i vettori sforzo principali aventi la sua 
direzione sono del tipo idrostatico.  
Nello spazio delle tensioni principali il piano di equazione 𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 +
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 definisce il cosiddetto piano deviatorico D, che risulta ortogonale all’asse 
m e passante per l’origine del sistema di riferimento O. 
Con riferimento ad un generico tensore di sforzo T, avente tensioni 
principali (sI , sII, sIII) e tensione media 𝜎𝜎𝑚𝑚 = 𝑝𝑝 =  𝐼𝐼1/3, si considera la 
scomposizione nelle sue parti idrostatica e deviatorica T = Ti + TD, ove: 
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𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝐼𝐼1
3
𝐼𝐼 ,  𝑇𝑇𝐷𝐷 = �𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖� =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝜎𝜎11 −
𝐼𝐼1
3
𝜎𝜎12 𝜎𝜎13
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 −
𝐼𝐼1
3
𝜎𝜎23
𝜎𝜎31 𝜎𝜎32 𝜎𝜎33 −
𝐼𝐼1
3⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
             (2.12) 
È agevole verificare che il tensore deviatorico di sforzo TD presenta gli 
stessi autovettori (nI, nII, nIII) del tensore di sforzo T e valori principali raccolti 
nel vettore tensione principale deviatorico: 
𝑠𝑠𝐷𝐷 = � 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
� =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝜎𝜎𝐼𝐼 −
𝐼𝐼1
3
𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼 −
𝐼𝐼1
3
𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 −
𝐼𝐼1
3⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
               (2.13) 
forniti dalle differenze fra tensione principale e tensione media σm = I1/3. 
La proiezione del vettore tensione principale sull’asse m determina 
l’intensità �𝜎𝜎𝑃𝑃 ∙ 𝑚𝑚 = (𝜎𝜎𝐼𝐼 + 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)/√3� del vettore idrostatico 𝜎𝜎𝑖𝑖 =
�(𝜎𝜎𝐼𝐼 + 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)/√3� ∙ 𝑚𝑚, coassiale con m, il quale rende conto della parte 
idrostatica del tensore di sforzo. 
Inoltre il vettore tensione principale deviatorico sD risulta ortogonale a 
m e appartiene quindi al piano deviatorico D.  
È agevole verificare che i vettori idrostatico e deviatorico costituiscono 
rispettivamente le componenti secondo m e nel piano deviatorico D del 
vettore tensione principale σP, essendo soddisfatta la: 𝜎𝜎𝑃𝑃 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑑𝑑.  
La scomposizione nello spazio vettoriale di Haig-Westergaard di σP, 
tramite le sue componenti idrostatica e deviatorica, risulta molto utile dal 
punto di vista geometrico per la discussione e rappresentazione di stati di 
sforzo triassiali in condizione limite e dei criteri di resistenza dei materiali. 
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Capitolo 3 
 
I CRITERI DI RESISTENZA DEI MATERIALI 
 
3.1   Verifiche di resistenza: concetti preliminari 
La sperimentazione sui materiali da costruzione mostra la presenza di 
un più o meno ampio campo di deformazioni entro il quale il legame tra lo 
sforzo applicato e la deformazione conseguente si può ritenere 
sufficientemente vicino a quello elastico lineare; da ciò consegue 
l’applicabilità delle formule dedotte nella teoria lineare dell’elasticità.  
Le costruzioni devono soddisfare opportuni requisiti di resistenza, 
sicurezza, stabilità, rigidezza, affidabilità, durabilità in relazione agli scopi 
per i quali esse sono state costruite. Lo studio di questi fenomeni è di 
importanza fondamentale per il tecnico che svolge la sua attività in ambito 
civile-edile. La resistenza del materiale è la proprietà meccanica che ne 
definisce il limite di sopportabilità delle tensioni: in prossimità del limite di 
resistenza, per sollecitazioni elevate, muta anche la qualità della risposta del 
materiale, nel senso che, al crescere delle sollecitazione esterne, la risposta da 
elastica diviene ultra-elastica, con abbassamento dei moduli elastici, 
evidenziando alla crisi un comportamento che può essere o plastico-duttile o 
di rottura fragile.  
In conseguenza della nascita di deformazioni plastiche o di fratture, la 
struttura, all’incrementarsi dei carichi, presenta una risposta non più lineare; 
nascono effetti dissipativi e tensioni residue che permangono in essa in modo 
irreversibile. La rigidezza strutturale, al crescere dei carichi, si abbatte e la 
struttura perviene al collasso strutturale. 
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Affinché la struttura si mantenga lontana dal collasso o dalla rottura 
fragile, è necessario che il tecnico effettui le dovute verifiche di resistenza del 
materiale, le cui condizioni di lavoro devono essere mantenute 
prudentemente inferiori rispetto alle tensioni per le quali insorge il 
comportamento plastico o la frattura. 
Nel caso di uno stato di tensione monoassiale, l’estremo limite, al di 
sotto del quale vi è linearità, è dato, in termini di sforzi, dalla tensione di 
proporzionalità σp, rilevabile direttamente o convenzionalmente, per via 
sperimentale, attraverso prove di trazione o di compressione. Nei materiali a 
comportamento duttile si può far coincidere, per semplicità, la σp con la σs di 
snervamento; allo stesso modo, nei materiali fragili, la σp può essere sostituita 
con la σr in quanto il diagramma tensione-deformazione ha andamento lineare 
praticamente fino a rottura. 
Nel caso perciò di stato di tensione monoassiale, la verifica di resistenza 
si riduce a verificare che in ogni punto del solido o della struttura sia 
soddisfatta la condizione di sicurezza allo snervamento |σ| < σs o alla rottura 
–σc < σ < σt, le quali garantiscono che la tensione effettiva o di esercizio σ, 
sia in trazione sia in compressione, non superi le rispettive soglie limite. 
Per stati di tensione monoassiali è possibile, quindi, istituire un 
confronto diretto fra lo stato tensionale nel generico punto del continuo, 
valutato per via teorica, e i risultati sperimentali conseguibili in laboratorio 
tramite prove monoassiali sul materiale in esame. 
Ben diverso è il caso di stati di tensione pluriassiali: la situazione limite 
non dipende più da una sola tensione principale, ma è chiaramente 
condizionata dalle altre due. Il confronto con l’esperienza non può farsi perciò 
ricorrendo a prove di tipo triassiale, ovvero fissando dapprima i valori di due 
tensioni e facendo variare la terza, modificando quindi le prime due, una per 
volta, fino a pervenire alla costruzione per punti, nello spazio O(si) delle 
tensioni principali, di una superficie limite. 
Un tale modo di procedere, però, oltre ad essere estremamente 
laborioso, non dà sufficienti garanzie dei risultati ottenibili data l’estrema 
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complessità delle prove. Tale difficoltà si supera introducendo dei criteri di 
resistenza che trasformano lo stato di tensione pluriassiale in uno stato 
monoassiale ideale o equivalente, dotato cioè di eguale pericolosità di quello 
effettivo nei confronti del raggiungimento della situazione limite.  
La verifica di resistenza viene quindi condotta esaminando che σid < σr, 
dove σr rappresenta il parametro di resistenza monoassiale (σs, σc, σt). 
Ai fini di una verifica, le informazioni derivanti da uno stato di tensione 
monoassiale devono essere tradotte in un’opportuna misura globale del livello 
di sollecitazione, detta grandezza indice del pericolo (G.I.P), che assuma 
ugual valore per stati di sforzo che, pur tra loro diversi, si ritengono 
ugualmente distanti dal limite elastico. Confrontando il valore della G.I.P per 
un certo stato di sforzo, con un valore di riferimento espresso in funzione di 
uno o più dati sperimentali, si può stabilire se, e con quale margine, il 
materiale si comporti elasticamente. La G.I.P non è definibile a priori; 
esistono diverse possibili scelte e a ognuna delle quali corrisponde un diverso 
criterio di resistenza elastica. Un criterio semplice e maneggevole deve 
dipendere da un numero limitato di parametri determinabili 
sperimentalmente. Per sua natura, ogni criterio privilegia o penalizza in 
misura maggiore o minore determinati stati di sforzo e può risultare più o 
meno adeguato per diversi materiali. 
I criteri di resistenza definiscono nello spazio delle componenti del 
tensore di tensione la regione degli stati o punti di tensione sicuri rispetto alla 
resistenza, detto dominio di resistenza. Tale dominio è delimitato da una 
frontiera, non necessariamente al finito, detta superficie limite, che nel caso 
di stati di tensione biassiale, rappresentati nel riferimento principale, si riduce 
ad una curva. I punti di tensione appartenenti alla superficie limite sono quelli 
in presenza dei quali nascono deformazioni anelastiche. Poiché in generale i 
materiali allo stato naturale in assenza di coazioni sono integri e a risposta 
elastica, l’origine dello spazio delle tensioni deve appartenere al dominio di 
resistenza. Inoltre poiché sembra ragionevole che un processo deformativo 
proporzionale, che porta da uno stato sicuro T1 a un altro sicuro T2, avvenga 
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senza che in uno stato intermedio del processo si verifichi la condizione 
limite, ne consegue che il segmento congiungente i due punti tensione non 
deve intercettare la superficie limite, ossia che questa deve essere convessa. 
Supposto di individuare lo stato di tensione nel generico punto del 
continuo attraverso le tre tensioni principali sI, sII, sIII, se facciamo variare 
quest’ultime l’una indipendentemente dall’altra fino a provocare la crisi del 
materiale, otteniamo nel riferimento delle tensioni principali, le coordinate di 
un insieme di punti che individuano una superficie limite di equazione: 
𝑓𝑓(𝑠𝑠𝑖𝑖) = 0     (𝑅𝑅 = 1,2,3)                      (3.1) 
Analogamente al caso monoassiale, quando lo stato di tensione è 
rappresentato, nello spazio O(si), da un punto interno al solido individuato 
dalla superficie in questione, il comportamento del materiale è elastico 
lineare; per punti che si trovano sulla superficie si raggiunge invece la 
situazione limite. Per un materiale duttile la superficie in questione viene fatta 
coincidere con la cosiddetta superficie di snervamento o di plasticizzazione, 
che definisce la frontiera tra il comportamento elastico lineare e quello 
plastico. In maniera analoga per un materiale fragile la superficie coincide di 
norma con la cosiddetta superficie di rottura. 
Introducendo l’ipotesi di isotropia del materiale l’equazione 
rappresentativa della superficie diventa invariante rispetto alla terna di 
Figura 3.1 - Superficie limite generica 
(SOLLAZZO,1988) 
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riferimento scelta nel generico punto P del continuo in cui si analizza lo stato 
tensionale. Tale circostanza può interpretarsi pensando che f(si) dipenda dalle 
tre tensioni principali esclusivamente per mezzo degli invarianti del tensore 
degli sforzi, che sono le uniche quantità misuranti lo sforzo indipendenti dal 
sistema di riferimento, e si possa perciò esprimere nella forma: 
𝑓𝑓(𝑇𝑇1,𝑇𝑇2,𝑇𝑇3) = 0 .         (3.2) 
Essa deve essere invariante per rotazioni di 120° attorno alla trisettrice 
(di equazione 𝑠𝑠𝐼𝐼 = 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) dell’ottante positivo del sistema di riferimento.  
L’esperienza ci dice che se si sottopone un materiale a stati di tensione 
triassiali di trazione è sempre possibile trovare delle terne di si in 
corrispondenza delle quali si ha la crisi, mentre non si è ancora riuscito a 
produrre plasticizzazioni o rotture per stati di tensione di compressione 
idrostatica. 
Ciò significa che la superficie limite di un qualunque materiale isotropo 
deve essere limitata dalla parte delle si positive e illimitata dalla parte delle si 
negative. 
L’equivalenza tra lo stato di tensione triassiale in esame e la σid viene 
imposta formulando ipotesi su quale sia il parametro dal quale dipende la crisi 
del materiale. Si può ipotizzare ad esempio che sia la τmax a promuovere 
deformazioni irreversibili e allora la σid verrà determinata attraverso la 
condizione di provocare la stessa τ dello stato triassiale di esercizio. 
Se la crisi, poi, come accade per i materiali duttili, non dipende in modo 
significativo dalla parte idrostatica dello sforzo, il criterio di snervamento 
deve tenere conto della sola parte deviotorica del tensore di Cauchy. Una 
forma particolare della “f” è rappresentata dalla: 
𝑓𝑓(𝑇𝑇2𝐷𝐷 ,𝑇𝑇3𝐷𝐷) = 0                     (3.3) 
in cui la dipendenza della superficie limite dalle tre tensioni principali avviene 
tramite gli invarianti, diversi da zero, del deviatore T(D) di tensione. In tal caso 
la superficie è indipendente dall’invariante lineare; nello spazio O(si) assume 
quindi la forma di una superficie cilindrica avente l’asse coincidente con la 
già citata trisettrice, normale a sua volta, al piano per l’origine di equazione 
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𝑇𝑇1 = 𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3 = 0        (3.4) 
e ai piani paralleli a quest’ultimo, di equazioni 𝑇𝑇1 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑠𝑠𝑡𝑡. 
In quanto segue si esporranno alcuni tra i principali criteri di resistenza 
fissando l’attenzione su quelli più importanti da un punto di vista storico e 
delle applicazioni tecniche.  
È importante comunque osservare le limitazione di questo modo di 
procedere, infatti è bene essere consapevoli del fatto che questi criteri, basati 
sul concetto di tensioni ideali, hanno un carattere approssimativo. Infatti 
l’equivalenza tra uno stato di tensione complesso e lo stato monoassiale di 
riferimento viene fatta dipendere da un solo parametro, mentre in realtà non 
ne esiste uno solo al quale attribuire l’intero governo delle deformazioni 
irreversibili. Infine, lo stato di crisi di un punto risulta per questa via 
indipendente dallo stato di tensione nei punti contigui, mentre in realtà ciò 
non è completamente vero. 
 
3.2   I criteri di resistenza per i materiali fragili 
3.2.1   Il criterio di Galilei-Rankine 
Spesso i materiali fragili presentano una resistenza a trazione 
marcatamente inferiore, in valore assoluto, di quella a compressione. Un 
criterio di resistenza adeguato deve poter incorporare questo aspetto. Questo 
criterio ha la tendenza ad essere impiegato indipendentemente nel 
comportamento duttile o fragile del materiale, atto perciò ad individuare la 
soglia della plasticità o quella di rottura fragile. 
Il criterio più semplice, associato ai nomi di Galilei-Rankine-Navier, 
assume come G.I.P gli sforzi normali massimi e minimi evidenziabili, al 
variare del sistema di riferimento, su di una qualunque giacitura. Il criterio 
richiede che essi debbano essere compresi in un dato intervallo e si esprime: 
𝜎𝜎𝑐𝑐 ≤ 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛       ,            𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜎𝜎𝑡𝑡                 (3.5) 
dove σc < 0 è il valore limite a compressione e σt è quello a trazione. 
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La (3.5) mostra che σmin e σmax sono due delle tensioni principali, quindi 
è possibile riscriverla nel seguente modo: 
𝜎𝜎𝑐𝑐 ≤ 𝑠𝑠𝛼𝛼 ≤ 𝜎𝜎𝑡𝑡   ,            𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝛼𝛼 = 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼                   (3.6) 
che definiscono un dominio a forma di cubo nello spazio delle tensioni 
principali, delimitato dai sei piani paralleli ai piani coordinati, di equazione: 
- 𝑠𝑠𝐼𝐼 =  𝜎𝜎𝑡𝑡                      -     𝑠𝑠𝐼𝐼 =  𝜎𝜎𝑐𝑐 
- 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 =  𝜎𝜎𝑡𝑡                     -     𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 =  𝜎𝜎𝑐𝑐                                  (3.7) 
- 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 =  𝜎𝜎𝑡𝑡                    -     𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 =  𝜎𝜎𝑐𝑐 
Esso ha il lato di lunghezza 𝜎𝜎𝑡𝑡 + |𝜎𝜎𝑐𝑐| ed il baricentro nell’origine degli 
assi solo se 𝜎𝜎𝑡𝑡 = |𝜎𝜎𝑐𝑐|. In accordo con quanto osservato in merito alla 
superficie limite, è inoltre invariante per rotazioni di 120° attorno alla 
trisettrice dell’ottante positivo del sistema di riferimento, trisettrice che 
coincide a sua volta con una delle diagonali. 
Nel caso di stati piani di sforzo, è 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0 un valore certamente 
compreso nell’intervallo elastico; sono allora significative solo le condizioni 
seguenti: 
�
𝜎𝜎𝑐𝑐 ≤ 𝑠𝑠𝐼𝐼 ≤ 𝜎𝜎𝑡𝑡
𝜎𝜎𝑐𝑐 ≤ 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 ≤ 𝜎𝜎𝑡𝑡
                     (3.8) 
le quali rappresentano nel piano il dominio illustrato nella figura seguente 
(fig. 3.2a). I punti al suo interno corrispondono a stati di sforzo considerati 
sicuri secondo questo criterio. 
Figura 3.2 - Criterio di Galilei per stati di tensione piani (LEONE CORRADI 
DELL'ACQUA,1992) 
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Per un materiale ugualmente resistente a trazione e compressione risulta 
𝜎𝜎𝑡𝑡 = |𝜎𝜎𝑐𝑐| e il dominio si posiziona simmetricamente rispetto ai due assi. (fig. 
3.2b). 
Nel caso di stati di tensione biassiali di componenti σ12, σ22, σ12 le 
condizioni di rottura sono ottenute con riferimento al cerchio di Mohr, 
considerando: 
𝜎𝜎� = 𝜎𝜎11+𝜎𝜎22
2
                𝑅𝑅 = �(𝜎𝜎11−𝜎𝜎22)2
4
+ 𝜎𝜎122                       (3.9) 
rispettivamente centro e raggio del cerchio. 
 
Si osserva che gli stati tensionali, che, nel punto considerato 
garantiscono la permanenza in regime elastico e lineare, sono quelli 
rappresentati da cerchi compresi nella striscia definita dalle rette verticali  
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑡𝑡 e 𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐. Il massimo cerchio ammissibile è quello tangente alle rette 
suddette: per uno stato di tensione che sia caratterizzato da una sola tensione 
tangenziale, il valore limite che questa assume è pari all’ordinata che il 
maggiore dei tre cerchi di Mohr individua sull’asse delle τ.  
Il criterio di Galilei-Rankine produce risultati, tutto sommato, 
abbastanza attendibili per quei materiali che, come il calcestruzzo, presentano 
resistenza a trazione molto modesta.  
Figura 3.3 - Criterio di Galilei con 
rappresentazione di Mohr (SOLLAZZO,1988) 
 
 
 
31                                                                                                       Capitolo 3 
_____________________________________________________________ 
Peraltro nel caso simmetrico, il criterio considera egualmente sicuri i 
due punti indicati con “A” e “B”, cui corrispondono i seguenti stati di 
sforzo: 
 
 
Intuitivamente, il secondo appare meno gravoso del primo, in quanto 
più simile alla condizione, da considerarsi senz’altro molto sicura, di 
pressione idrostatica. La stessa conclusione può essere raggiunta 
considerando il comportamento dal punto di vista deformativo: per effetto 
della contrazione trasversale degli sforzi di segno opposto nel caso A 
producono deformazioni che si sommano con lo stesso segno; esse invece si 
contrastano, elidendosi parzialmente nel caso B. Questo aspetto rappresenta 
una limitazione per il criterio, in quanto non riesce a tener di conto 
dell’effettivo stato deformativo di un punto del corpo continuo. 
Per ovviare a questa limitazione è stato proposto il criterio seguente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4 - Stati di sforzo (LEONE CORRADI DELL'ACQUA,1992) 
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3.2.2   Il criterio di Grashof e de Saint-Venant 
Duale al criterio precedentemente esposto, è il criterio di Grashof-de 
Saint Venant, il quale assume come G.I.P le deformazioni dirette massime e 
minime, che devono risultare contenute nell’intervallo (𝜀𝜀𝑐𝑐 , 𝜀𝜀𝑡𝑡). Il criterio si 
esprime nel modo seguente: 
𝜀𝜀𝑐𝑐 ≤ 𝜀𝜀𝛼𝛼 ≤ 𝜀𝜀𝑡𝑡           (𝛼𝛼 = 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)                  (3.10) 
Nel caso isotropo è facile tradurre il criterio in termini di sforzi.  
Si noti che è: 
�
𝜀𝜀𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐𝐸𝐸
𝜀𝜀𝑡𝑡  =  𝜎𝜎𝑡𝑡𝐸𝐸     (3.11) 
Ricordando i legami che nei solidi isotropi intercorrono tra tensioni e 
dilatazioni principali e assumendo, per fissare le idee, che eI ed eII 
rappresentino rispettivamente le dilatazioni massima e minima, si giunge a 
scrivere che:  
�
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑
′ = 𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑
′′ = 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼)                  (3.12) 
Tramite quest’ultime equazioni è possibile trasformare lo stato di 
tensione, assegnato mediante le tensioni principali, in uno stato di tensione 
monoassiale ritenuto egualmente pericoloso. 
Il luogo all’interno del quale deve trovarsi il punto-tensione perché il 
regime sia elastico, è dato dalla porzione di spazio racchiusa da sei piani, a 
due a due paralleli, definiti dalle seguenti equazioni (3.13): 
𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) = 𝜎𝜎𝑡𝑡 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) =  𝜎𝜎𝑡𝑡 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼) =  𝜎𝜎𝑡𝑡 
𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) =  𝜎𝜎𝑐𝑐 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) =  𝜎𝜎𝑐𝑐 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼) =  𝜎𝜎𝑐𝑐 
Essi individuano un parallelepipedo a facce di forma rombica avente 
due vertici opposti sulla trisettrice dell’ottante positivo degli assi. 
33                                                                                                       Capitolo 3 
_____________________________________________________________ 
 La superficie limite è invariante per rotazioni di 120° attorno alla 
trisettrice ed è intersecata da piani ortogonali a quest’ultima secondo triangoli 
equilateri ed esagoni regolari. 
Nel caso piano, posto ad esempio 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0, il dominio è individuabile 
dalle seguenti rette a due a due parallele: (3.14) 
𝜎𝜎𝑐𝑐 ≤ 𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝜈𝜈𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 ≤ 𝜎𝜎𝑡𝑡 
𝜎𝜎𝑐𝑐 ≤ −𝜈𝜈𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 ≤ 𝜎𝜎𝑡𝑡 
𝜎𝜎𝑐𝑐 ≤ −𝜈𝜈𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝜈𝜈𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 ≤ 𝜎𝜎𝑡𝑡 
Nel piano sI – sII , il dominio risulta dall’intersezione dei due triangoli 
equilateri indicati con “ABC” e “A’B’C’” in fig. 3.5a. La forma e le 
dimensioni del dominio dipendono dai valori di σc, σt, e del coefficiente di 
Poisson. Per ν = 0 le sei equazioni si riducono in forma tale da ritrovare il 
criterio di Rankine. Non tutte le disuguaglianze risultano sempre 
significative. Nel caso di fig. 3.5a il dominio si riduce ad un pentagono; per 
materiali simmetrici e valori di ν ≤ 1/3 si ha invece un rombo le cui diagonali 
sono inclinate di 45° rispetto agli assi (fig. 3.5b). 
Il criterio di Grashof deve essere utilizzato con cautela. Nel caso di 
materiali simmetrici o quasi simmetrici esso fornisce, in alcune circostanze, 
risultati più aderenti alla realtà che non il criterio di Rankine, rispetto al quale 
penalizza gli stati di sforzo che presentano tensioni principali di segno 
Figura 3.5 - Criterio di Grashof (LEONE CORRADI DELL'ACQUA,1992) 
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diverso. In linea di principio, può essere utilizzato anche per materiali non 
simmetrici, ma se il rapporto tra |σc| e σt si discosta significativamente 
dall’unità fornisce risultati dubbi, quando non addirittura contraddittori. 
Per |σc| > σt/ν il dominio si riduce al solo triangolo ABC, che risulta 
interamente contenuto in A’B’C’ (fig. 3.6b). In tal caso il criterio porta alla 
conclusione evidentemente assurda che non è mai possibile raggiungere il 
valore σc, neppure in compressione uniassiale. Il criterio è quindi 
inapplicabile per materiali come i conglomerati, che presentano resistenza a 
trazione molto modesta. 
Figura 3.6 - Criterio di Grashof (LEONE CORRADI DELL'ACQUA,1992) 
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3.2.3   Il criterio di Mohr-Coulomb 
Il criterio proposto da Coulomb, detto anche dell’attrito interno, si 
impiega spesso per studiare il comportamento degli ammassi incoerenti ed ha 
trovato numerose applicazioni nello studio delle condizioni di scorrimento 
nei terreni. Esso assume che la crisi si verifichi quando, fissata la tensione 
normale σ su un certo elemento piano, la tensione tangenziale sul medesimo 
elemento pervenga al valore: |𝜏𝜏| = (𝑅𝑅 − 𝜎𝜎) ∙ 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜑𝜑)                     (3.15) 
con c e φ costanti proprie del materiale considerato, esprimenti 
rispettivamente la coesione e l’angolo di attrito interno. In tale situazione è 
previsto che lo scorrimento avvenga proprio secondo il piano su cui si è 
determinata la situazione prospettata. Il criterio risulta quindi dipendente dalla 
tensione normale al piano, e quindi dalla parte idrostatica dello sforzo. 
In uno stato di tensione pluriassiale è d’altronde ben noto che il 
massimo valore di τ è quello che si produce sull’elemento piano, il cui punto 
rappresentativo è situato sul maggiore dei tre cerchi di Mohr; su quello cioè 
che, dette sI e sIII rispettivamente le tensioni principali massima e minima, ha 
raggio pari a ½ (sI - sIII). La condizione di resistenza, prevista dal criterio, 
porta quindi a considerare distribuzioni di tensioni di non rottura quelle per 
cui il cerchio di Mohr, costruito appunto a partire dalle tensioni sI e sIII, sia 
interno alla regione del piano limitata dalla coppia di rette uscenti dal punto 
“C” di ascissa c e formanti angoli pari a ± φ con tale asse, come mostra la 
figura 3.7b. I cerchi tangenti a queste rette rappresentano distribuzioni limiti 
e i possibili piani di scorrimento hanno per tracce le congiungenti il polo P* 
di ciascun cerchio con i punti di tangenza Q’ e Q”. 
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L’ipotesi prospettata esclude pertanto ogni influenza, sul 
raggiungimento dello stato limite, della tensione principale intermedia sII 
agente secondo la direzione principale nII.  
La tensione a rottura, in trazione σt e in compressione σc, sono legate 
alle costanti c e φ da semplici legami, deducibili dalla fig. 3.8.  
Figura 3.7 - Criterio di Coulomb (SOLLAZZO,1988) 
Figura 3.8 - Cerchi limite (SOLLAZZO,1988) 
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In quest’ultima sono riportati infatti i cerchi limite di centri M’ e M”, 
corrispondenti agli stati di tensione monoassiali, rispettivamente 
caratterizzati da: 
�
𝑠𝑠𝐼𝐼 = 𝜎𝜎𝑡𝑡
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0                                           �𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠𝐼𝐼 = 0                         (3.16) 
È facile rilevare che risultano valide le: 
�
𝜎𝜎𝑡𝑡 = 2𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑠𝑠1+𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑠𝑠
𝜎𝜎𝑐𝑐 = 2𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑠𝑠1−𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑠𝑠                        (3.17) 
che fissano appunto la dipendenza delle tensioni di rottura da c e φ. 
La tensione tangenziale τr di rottura, in assenza di tensione normale, si 
ottiene sempre da considerazioni geometriche e vale: 
𝜏𝜏𝑟𝑟 = 12�𝜎𝜎𝑡𝑡𝜎𝜎𝑐𝑐                    (3.18) 
Dalle relazione (3.17) è immediato dedurre che, se la coesione è nulla, 
risultano nulle anche le tensioni σt e σc: il materiale è cioè privo di resistenza 
sia a trazione sia a compressione semplice. Tale situazione si verifica nei 
materiali incoerenti sabbiosi, per i quali il criterio di resistenza si trasforma 
nella: 
𝜏𝜏 = 𝜎𝜎 ∙ 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜑𝜑)                      (3.19) 
che porta a considerare pericolose le sole situazioni tensionali rappresentate 
da cerchi di Mohr compresi tra le due semirette aventi origine in O≡C. 
Figura 3.9 - Caso di sabbie incoerenti 
(SOLLAZZO,1988) 
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Sempre dalle (3.17) scaturisce pure che, per un dato valore c della 
coesione, a φ = 0 corrispondono ancora valori nulli delle resistenze in trazione 
e compressione; viceversa a φ = π/2 corrispondono una resistenza a trazione 
𝜎𝜎𝑡𝑡 = 𝑅𝑅 e una resistenza a compressione infinitamente elevata. 
Attraverso un’opportuna interpretazione del criterio esposto, è possibile 
individuare la superficie di rottura nello spazio O(si) delle tensioni principali 
e individuare, in tal caso, le σid sia a trazione sia a compressione. Il criterio 
può anche essere espresso in termini della tensione principale massima sI e 
minima sIII: 
1
2
(𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) = −12 (𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)𝑠𝑠𝑅𝑅𝑅𝑅𝜑𝜑 + 𝑅𝑅 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑠𝑠𝜑𝜑              (3.20) 
E quindi in tutte le sue possibili differenze: (3.21) 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼 = ±2𝑅𝑅 ∙ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑠𝑠𝜑𝜑 ± (𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼) ∙ 𝑠𝑠𝑅𝑅𝑅𝑅𝜑𝜑 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼 = ±2𝑅𝑅 ∙ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑠𝑠𝜑𝜑 ± (𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) ∙ 𝑠𝑠𝑅𝑅𝑅𝑅𝜑𝜑 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 = ±2𝑅𝑅 ∙ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑠𝑠𝜑𝜑 ± (𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) ∙ 𝑠𝑠𝑅𝑅𝑅𝑅𝜑𝜑 
che rappresentano le equazioni di sei piani, il cui inviluppo è una piramide 
con vertice nel punto: 
𝑠𝑠𝐼𝐼 = 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝜎𝜎𝑡𝑡𝜎𝜎𝑐𝑐𝜎𝜎𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑡𝑡                 (3.22) 
e asse coincidente con l’asse idrostatico. 
La sua sezione con il piano T1 = 0, è rappresentata da esagoni omotetici 
non regolari simmetrici rispetto alle tre direzioni principali, come mostrato in 
figura 3.10: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.10 - Sezione del criterio di Coulomb 
(SOLLAZZO,1988) 
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In fig. 3.11 è invece riportato il luogo di rottura per uno stato di tensione 
biassiale, ottenuto sezionando la piramide con il piano di equazione sIII = 0. 
Le relazioni in termini di tensioni ideali sono le seguenti: 
�
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑,𝑡𝑡 = 𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 𝜎𝜎𝑡𝑡𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑,𝑐𝑐 = −𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼 𝜎𝜎𝑐𝑐𝜎𝜎𝑡𝑡                        (3.23) 
Le condizioni di resistenza a rottura possono porsi quindi nella forma: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑,𝑡𝑡 ≤ 𝜎𝜎𝑡𝑡          ;                   �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑,𝑐𝑐� ≤ 𝜎𝜎𝑐𝑐                      (3.24) 
e confermano l’ininfluenza che la tensione principale intermedia sII ha sul 
raggiungimento dello stato limite. 
Si può osservare come il dominio di scorrimento di Coulomb, essendo 
definito mediante due parametri, sia in grado di descrivere la differente 
resistenza a trazione e compressione. Inoltre è da rilevare che il criterio 
fornisce eguale resistenza a compressione monoassiale e biassiale, un aspetto 
che non trova riscontro nei casi reali e che è dovuto all’indipendenza del 
criterio dalla tensione principale intermedia. Mentre per gli stati di 
compressione pluriassiali il criterio riesce ad interpretare le osservazioni 
sperimentali su terreni e materiali fragili che esibiscono crisi per scorrimento, 
viceversa non sembra adeguato ad interpretare il fenomeno della rottura per 
prevalenti stati di trazione, che risulta innescata da tensioni di trazione e non 
tangenziali. 
 
Figura 3.11 - Caso biassiale 
(SOLLAZZO,1988) 
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Il criterio di Mohr è una generalizzazione del criterio di Coulomb in 
quanto al legame lineare (3.15) esso sostituisce una legge del tipo: |𝜏𝜏| = 𝑓𝑓(𝜎𝜎)                       (3.25) 
il cui secondo membro è una funzione da determinare per via sperimentale 
per ogni singolo materiale. Resta valido perciò il presupposto per cui la 
rottura si raggiunge per scorrimento secondo piani aventi per sostegno la 
direzione della tensione principale intermedia, che, a sua volta, non ha alcuna 
influenza sul raggiungimento della crisi. 
La coppia di rette limiti, che delimitano i cerchi ammissibili, viene 
sostituita dalla curva di fig. 3.12 simmetrica rispetto all’asse σ, risultando al 
solito situazioni di rottura, quelle per quali si raggiunge uno stato tensionale 
il cui cerchio di Mohr sia tangente alla curva in parola, detta curva intrinseca 
del materiale. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le rette ottenute proiettando dal polo P* i punti di tangenza Q’ e Q” 
rappresentano le possibili giaciture di scorrimento; l’ascissa del punto C in 
cui la curva incontra l’asse delle σ rappresenta la coesione c, mentre l’angolo 
d’attrito interno varia al variare dello stato tensionale ed è dato dall’angolo 
che la normale alla curva limite, nel punto generico di questa, forma con la 
direzione dell’asse delle τ. 
Figura 3.12 - Criterio di Mohr (SOLLAZZO,1988) 
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La costruzione della curva limite di Mohr relativa ad un certo materiale 
si può effettuare per via sperimentale procedendo alla valutazione di un 
numero sufficientemente elevato di situazioni limiti, e quindi dei 
corrispondenti cerchi di Mohr, dei quali essa costituisce l’inviluppo. 
 
 
 
 
 
 
Tra i cerchi limite utilizzabili per costruire l’inviluppo di un certo 
materiale, sono particolarmente importanti quelli messi in evidenza nella 
figura seguente, ove compaiono i cerchi desumibili da prove di trazione e di 
compressione semplici. Risultano tangenti entrambi all’asse delle τ e aventi 
il centro rispettivamente dalla parte positiva e negativa dell’asse σ. Compare 
anche il cerchio di una prova a taglio avente il centro nell’origine. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.13 - Curva limite di Mohr (SOLLAZZO,1988) 
Figura 3.14 - Tracciamento inviluppo (SOLLAZZO,1988) 
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È importante sottolineare che la curva limite non incontra l’asse delle 
ascisse dalla parte delle σ negative, conformemente alla circostanza che ben 
difficilmente la crisi può essere raggiunta sotto uno stato di compressione 
uniforme. Inoltre la resistenza a trazione semplice è di norma minore di quella 
a compressione, come ad esempio per i materiali lapidei, e per questo i due 
rami dell’inviluppo sono molto divaricati, provocando un forte andamento 
decrescente al crescere delle ascisse. 
 
3.3   I criteri di resistenza per i materiali duttili 
È già stato riferito in precedenza che la risposta elastica dei materiali 
metallici e isotropi presenta piccolissime variazioni volumetriche e il 
coefficiente di variazione volumetrica  
𝑅𝑅 = 𝜀𝜀𝐼𝐼 + 𝜀𝜀𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝜀𝜀𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼                    (3.26) 
per un materiale linearmente elastico è proporzionale alla tensione media  
𝑝𝑝 = 1
3
(𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)           (3.27) 
secondo la  
𝑅𝑅 = 𝑝𝑝/𝑅𝑅𝑛𝑛         (3.28) 
ove 𝑅𝑅𝑛𝑛 = 𝐸𝐸/[3(1 − 2𝜈𝜈)] è il modulo di elasticità volumetrica del materiale 
isotropo considerato. 
Nei materiali duttili, come i metalli, l’esaurimento delle risorse 
elastiche va concepito come soglia di snervamento, fenomeno legato alla 
produzione di deformazione permanenti attribuibili ad un riassetto 
irreversibile del reticolo cristallino. 
Al crescere degli sforzi, anche in corrispondenza della crisi, i materiali 
metallici presentano variazioni volumetriche praticamente trascurabili e la 
crisi è sostanzialmente indipendente dalla tensione media p, ovvero l’aggiunta 
di una pressione idrostatica non altera il limite di snervamento, neppure per 
valori estremamente elevati. Questa evidenza sperimentale portò alle 
formulazioni dei criteri di crisi di Tresca e di Huber-Hencky-von Mises, che 
 
 
 
43                                                                                                       Capitolo 3 
_____________________________________________________________ 
conducono nello spazio vettoriale di Haig-Westergaard delle tensioni 
principali a superfici rappresentative dello stato limite costituite da cilindri 
aventi per asse quello idrostatico m, per i quali, pertanto, la tensione media 
risulta inessenziale. 
3.3.1   Il criterio di Tresca-de Saint Venant 
Proposto da Tresca e successivamente rivisto da de Saint-Venant, 
questo criterio assume che la situazione limite si verifica quando la massima 
tensione tangenziale effettiva eguaglia la massima tensione tangenziale dello 
stato limite in caso monoassiale: anch’esso è di regola impiegato come 
criterio di snervamento o di plasticizzazione. 
La massima tensione tangenziale è pari alla metà della maggiore delle 
differenze delle tensioni principali prese a due a due. Risulta cioè: 
𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 12 max {|𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼|, |𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼|, |𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼|}           (3.29) 
In regime monoassiale peraltro, e in presenza di un materiale dotato di egual 
comportamento in trazione e compressione, posto ad esempio sI = σs, si ha: 
𝜏𝜏𝑠𝑠 = 12 𝜎𝜎𝑠𝑠                (3.30) 
e quindi, uguagliando quest’ultima alla (3.29), risulta: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = max{|𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼|, |𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼|, |𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼|} = 𝜎𝜎𝑠𝑠    (3.31) 
Questa condizione non fa dipendere la crisi dalla tensione idrostatica p, infatti 
due tensori di sforzo T e T’, che differiscono per la sola tensione idrostatica 
𝑇𝑇’ =  𝑇𝑇 +  𝛥𝛥𝑝𝑝 𝐼𝐼, presentano tensioni principali che differiscono di Δp. Ne 
consegue che i cerchi di Mohr principali dell’uno sono traslati di Δp in 
direzione σn da quelli dell’altro, potendo sovrapporre gli uni agli altri per 
traslazione. Il diametro del cerchio principale di Mohr massimo per lo sforzo 
T è uguale a quello di T’. 
Al crescere dello stato di sforzo, la crisi si presenta quando il diametro 
massimo dei tre cerchi principali di Mohr attinge il valore di crisi; essa si 
manifesta dunque come effetto del raggiungimento del valore limite da parte 
della tensione tangenziale massima presente nell’intorno. 
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La (3.31) è la condizione di plasticità di Tresca: essa definisce il luogo 
delimitato dalle tre coppie di piani paralleli (3.32): 
𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 = ±𝜎𝜎𝑠𝑠 
𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = ±𝜎𝜎𝑠𝑠 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = ±𝜎𝜎𝑠𝑠 
che individuano un prisma a sezione esagonale regolare di equazione: [(𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼)2 − 𝜎𝜎𝑠𝑠2][(𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)2 − 𝜎𝜎𝑠𝑠2][(𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)2 − 𝜎𝜎𝑠𝑠2] = 0       (3.33)              
le cui facce sono parallele alla trisettrice dell’ottante positivo del sistema di 
riferimento. L’equazione costituisce quindi un cilindro avente per asse quello 
idrostatico m e per base un esagono regolare nel piano deviatorico. 
 
La superficie laterale del cilindro è la superficie di snervamento di Tresca-de 
Saint Venant. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.15 - Cilindro di Tresca (LEONE 
CORRADI DELL'ACQUA,1992) 
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 In figura è rappresentata la sua sezione con un piano normale alle 
generatrici, di equazione 𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il criterio qui esposto, per quanto illustrato, è un criterio di snervamento 
isotropo, per il quale lo snervamento e i meccanismi di scorrimento connessi 
non dipendono da giaciture legate alla struttura microscopica e atomica del 
materiale. 
Nel caso biassiale, posto ad esempio sIII = 0, la condizione di 
snervamento diventa: (3.34) 
𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 = ± 𝜎𝜎𝑠𝑠 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 = ± 𝜎𝜎𝑠𝑠       
𝑠𝑠𝐼𝐼 = ± 𝜎𝜎𝑠𝑠 
Il luogo di snervamento è rappresentato perciò, nel piano delle tensioni 
principali non nulle, dall’esagono di figura 3.17, inscritto nell’ellisse 
rappresentante il criterio di Von Mises. 
Figura 3.16 - Sezione del cilindro di Tresca 
(SOLLAZZO,1988) 
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Si ricorda che in presenza delle componenti non nulle (σ11, σ22, τ12) 
dello stato di sforzo piano, le due tensioni principali non nulle si ottengono 
tramite la: 
𝑠𝑠𝐼𝐼,𝐼𝐼𝐼𝐼 = (𝜎𝜎11+𝜎𝜎22)2 ± �(𝜎𝜎11−𝜎𝜎22)24 + 𝜏𝜏122                     (3.35) 
Nel caso di stato piano di sforzo per il quale risulti sI = 0, il cerchio di 
Mohr maggiore passa per il punto sIII e per l’origine. La condizione di crisi in 
termini di tensione ideale diventa: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = −𝜎𝜎11+𝜎𝜎222 + �(𝜎𝜎11−𝜎𝜎22)24 + 𝜏𝜏122 = 𝜎𝜎𝑠𝑠                   (3.36) 
Nel caso di stato piano di tensione con sII = 0, il cerchio di Mohr 
principale massimo passa per i punti sI e sIII e ha diametro pari a (𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼); 
la condizione di crisi si scrive: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = �(𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22)2 + 4𝜏𝜏122 = 𝜎𝜎𝑠𝑠                (3.37) 
Nel caso di stato piano di tensione con sIII = 0, il cerchio di Mohr 
principale massimo passa per i punti sull’asse σn di ascissa 0 e sI e il suo 
diametro vale sI. La condizione di crisi si scrive: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = 𝜎𝜎11+𝜎𝜎222 + �(𝜎𝜎11−𝜎𝜎22)24 + 𝜏𝜏122 = 𝜎𝜎𝑠𝑠                  (3.38) 
Figura 3.17 - Criterio di Tresca nel caso 
biassiale (SOLLAZZO,1988) 
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Infine si osserva che nel caso siano presenti, in quanto diverse da zero, 
le sole componenti σ11 e τ12, come accade nei problemi riguardanti le travi 
alla de Saint Venant, le due tensioni principali sono di segno opposto e la 
condizione di crisi si particolarizza nella seguente: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = �𝜎𝜎112 + 4𝜏𝜏122 = 𝜎𝜎𝑠𝑠                    (3.39) 
3.3.2   Il criterio di Beltrami 
È il primo dei criteri cosiddetti energetici usati di norma per definire la 
superficie limite di snervamento o di plasticizzazione per materiali duttili. 
Esso assume quale parametro responsabile della crisi (G.I.P) l’energia 
specifica, 
𝜑𝜑 = 1
2𝐸𝐸
(𝑠𝑠𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 ) − 𝜈𝜈𝐸𝐸 (𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)       (3.40) 
che, nella situazione limite, si suppone pervenga ad un valore φs valutabile 
per confronto con la stato di tensione monoassiale equivalente. 
Supposto che il materiale abbia uguale comportamento in trazione e in 
compressione e posto quindi: 
𝜎𝜎𝑡𝑡 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑠𝑠                      (3.41) 
lo stato limite si determina quando l’energia perviene alla soglia: 
𝜑𝜑𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠22𝐸𝐸                     (3.42)  
e cioè al valore che l’energia assume in uno stato di tensione monoassiale, 
qualora l’unica tensione sI diversa da zero raggiunga per l’appunto il valore 
σs. La crisi si verifica perciò: 
1
2𝐸𝐸
(𝑠𝑠𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 ) − 𝜈𝜈𝐸𝐸 (𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) = 𝜎𝜎𝑠𝑠22𝐸𝐸            (3.43) 
e cioè per: 
𝑠𝑠𝐼𝐼
2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 − 2𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) = 𝜎𝜎𝑠𝑠2       (3.44) 
Introdotte le tensioni ideali: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = ±�𝑠𝑠𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 − 2𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)      (3.45) 
La superficie limite rappresenta un ellissoide di rivoluzione avente l’asse 
coincidente con la trisettrice dell’ottante positivo del sistema di riferimento. 
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Essa dipende dalle tre tensioni principali attraverso gli invarianti T1 e T2 del 
tensore di tensione. In figura 3.18 è rappresentata la sezione del luogo di 
snervamento con il piano definito dalla citata trisettrice e dall’asse coordinato 
sII. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Al solito può essere interessante studiare il caso piano dedotto da quello 
triassiale col porre ad esempio sIII = 0; così procedendo si ricava l’ellisse: 
𝑠𝑠𝐼𝐼
2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 2𝜈𝜈 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝜎𝜎𝑠𝑠2          (3.46) 
avente uno degli assi principali coincidenti con la bisettrice del quadrante 
positivo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.18 - Sezione di snervamento di Beltrami 
(SOLLAZZO,1988) 
Figura 3.19 - Caso piano (SOLLAZZO,1988) 
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Il semidiametro disteso lungo la suddetta bisettrice si individua ponendo nella 
(3.46) sI = sII e valutando così le coordinate di M. Quelle del punto N si 
ricavano, invece, ponendo sI = -sII; per ν = 0 l’ellisse si riduce ad un cerchio 
di raggio σs. 
Per materiali dotati di differente comportamento a trazione e 
compressione si ha un diverso valore di φs a seconda che si prenda quale 
tensione limite la σt o la σc. Beltrami propone di assumere l’uno o l’altro 
valore a seconda che rispettivamente l’invariante di tensione T1 sia maggiore 
o minore di zero, lasciando però irrisolta la questione di stabilire come ci si 
debba comportare nel caso di T1 = 0. 
Nel caso di stati di tensione piani, in questa situazione, il luogo di 
snervamento è dato da due ellissi e la curva limite presenta una discontinuità 
in corrispondenza della bisettrice del secondo e quarto quadrante. Un 
comportamento del genere è difficilmente accettabile sul piano fisico ed è per 
questo motivo per cui il criterio di Beltrami, così come altri criteri energetici 
da esso derivati, vengono oggi considerati applicabili solo con riferimento a 
materiali dotati di uguale comportamento in trazione e compressione. 
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3.3.3   Il criterio di Huber–Henky–von Mises 
Il criterio di Huber deriva da quello di Beltrami ed è basato 
sull’osservazione sperimentale che un materiale può sopportare, senza 
pervenire alla crisi, valori molto elevati della compressione idrostatica. Esso 
è pertanto un criterio energetico “misto” che adotta, quale elemento influente 
ai fini del raggiungimento della soglia limite, l’energia specifica φ in presenza 
di uno stato tensionale ad invariante lineare T1 positivo; solo un’aliquota di 
φ, e cioè la cosiddetta energia distorcente φ(D) in presenza di uno stato 
tensionale a invariante lineare negativo. 
In proposito si rileva innanzitutto che in un continuo isotropo è valida 
la relazione di proporzionalità tra l’invariante di tensione e l’invariante di 
deformazione. Se si decompone perciò il tensore di tensione T nella somma 
del tensore idrostatico T(O) e del deviatore T(D) e il tensore di deformazione E 
nella somma di E(O) ed E(D), è facile vedere che allo stato di tensione definito 
dal deviatore T(D) corrisponde lo stato di deformazione definito da E(D) cui 
consegue una dilatazione cubica nulla. Si può cioè pensare che lo stato di 
tensione T e il conseguente stato deformativo E siano decomponibili nella 
somma di due stati distinti, caratterizzati uno da T(O) ed E(O), in grado di 
produrre nell’intorno del punto solo variazioni di volume e non di forma, e 
l’altro da T(D) ed E(D), in grado di produrre solo variazioni di forma e non di 
volume. 
Conseguentemente si può suddividere l’energia specifica φ nella 
somma di due aliquote φ(O) e φ(D) corrispondenti la prima allo stato di 
deformazione E(O) e la seconda allo stato E(D). 
Si definisce l’energia distorcente φ(D) in questo modo (3.47): 
𝜑𝜑𝐷𝐷 = 12�𝑠𝑠𝑖𝑖𝐷𝐷𝑒𝑒𝑖𝑖𝐷𝐷𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑖𝑖=𝐼𝐼
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In cui (3.48): 
𝑠𝑠𝐼𝐼
𝐷𝐷 = 𝑠𝑠𝐼𝐼 − 13 (𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) = 13 (2𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼
𝐷𝐷 = 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 13 (𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) = 13 (2𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
𝐷𝐷 = 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 13 (𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) = 13 (2𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼) 
Dopo qualche passaggio, la φ(D) assume la seguente espressione: 
𝜑𝜑𝐷𝐷 = 1
6𝐺𝐺
(𝑠𝑠𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)              (3.49) 
Per materiali ad ugual comportamento in trazione e compressione, il 
criterio di Huber si esprime pertanto mediante le condizioni (3.50): 
�
𝑠𝑠𝐼𝐼
2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ≤ 𝜎𝜎𝑠𝑠2                           𝑝𝑝𝑒𝑒𝑝𝑝 𝑇𝑇1 < 0
𝑠𝑠𝐼𝐼
2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 − 2𝜈𝜈(𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) ≤ 𝜎𝜎𝑠𝑠2                  𝑝𝑝𝑒𝑒𝑝𝑝 𝑇𝑇1 > 0 
Alla prima di esse corrispondono le tensioni ideali: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = ±�𝑠𝑠𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼                  (3.51) 
mentre dalla seconda si ricavano di nuovo le espressioni valide per il criterio 
di Beltrami. 
La superficie limite per T1 < 0 è un cilindro a sezione circolare avente 
per asse la trisettrice dell’ottante positivo del riferimento; essa si può 
esprimere in funzione del solo invariante quadratico T2(D) del deviatore di 
tensione osservando che: 
𝜑𝜑𝐷𝐷 = − 1
2𝐺𝐺
𝑇𝑇2
𝐷𝐷                       (3.52) 
Nella figura seguente è invece riportata la sua sezione con il piano 
definito dall’asse sII e dalla trisettrice dell’ottante positivo: da essa si deduce 
che, pur in presenza di materiali dotati di ugual resistenza in trazione e 
compressione, vi è una discontinuità di comportamento per T1 = 0. 
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Il criterio di Von Mises coincide concettualmente con quello di Huber: 
esso assume tuttavia, quale misura della crisi, l’energia distorcente φ(D) 
indipendentemente dalla circostanza che, nell’intorno del punto, sia T1 > 0 o 
T1 < 0, attribuendo cioè al luogo, la forma di cilindro circolare in entrambi i 
semispazi limitati dal piano T1 = 0. 
La condizione limite può ottenersi se si assume come causa dello 
snervamento il raggiungimento di un valore critico per il secondo invariante 
del deviatore di sforzo T(D). Il primo invariante di T(D) è nullo pertanto è 
naturale assumere come decisivo rispetto alla crisi il secondo invariante. 
Infatti anche il criterio di von Mises, rispetto alla crisi, non attribuisce alcun 
ruolo alla tensione idrostatica p e, quindi, alla parte isotropa del tensore di 
sforzo; ne consegue che la crisi deve essere fondata sul raggiungimento di 
valori critici per gli scalari invarianti del deviatore. Il valore sperimentale che 
tale invariante assume nelle condizioni di snervamento di un provino in una 
prova in trazione monoassiale è 𝑇𝑇2𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠2/3. 
La condizione limite è perciò espressa dalla: 
𝑠𝑠𝐼𝐼
2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝜎𝜎𝑠𝑠2              (3.53) 
valida in tutto lo spazio delle si e le tensioni ideali assumono le stesse 
espressioni in (3.51). In figura è riportata la sezione del cilindro quadrico 
Figura 3.20 - Sezione del cilindro di Huber 
(SOLLAZZO,1988) 
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effettuata come al solito col piano individuato dall’asse sII e dalla trisettrice 
dell’ottante positivo del riferimento. Nello spazio di Haig-Westergaard 
l’equazione definisce un cilindro circolare avente per asse quello idrostatico. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La motivazione più semplice e immediata per la formulazione del 
criterio di Von Mises è quella di regolarizzazione, cioè di considerare al posto 
del cilindro a base esagonale di Tresca-de Saint Venant, il cilindro circolare 
a questo circoscritto, con il vantaggio della scomparsa delle discontinuità 
angolari presenti nel cilindro esagonale fra le coppie di facce concorrenti in 
ciascun spigolo. Inoltre si noti che il criterio così esposto, porta ad una 
superficie di snervamento simmetrica rispetto ai tre piani passanti per le tre 
direzioni principali e per l’asse idrostatico m; essa è altresì simmetrica rispetto 
ai tre piani rispettivamente ortogonali a quelli precedenti passanti per l’asse 
idrostatico. Da ciò si evince che, il criterio, che non presenta direzioni 
preferenziali legate al materiale, è un criterio isotropo di crisi. 
Nel caso di stati di tensione biassiali (sIII = 0) il criterio di snervamento 
si riduce nella forma: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑
2 = 𝑠𝑠𝐼𝐼2 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 = 𝜎𝜎𝑠𝑠2               (3.54) 
Figura 3.21 - Cilindro di Von Mises (SOLLAZZO,1988) 
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che rappresenta nel piano delle tensioni principali non nulle l’equazione 
dell’ellisse mostrata in figura, avente gli assi inclinati a 45°, circoscritta 
all’esagono di snervamento di Tresca. 
In un riferimento non principale il criterio fornisce la tensione 
equivalente (3.55): 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = �𝜎𝜎112 + 𝜎𝜎222 + 𝜎𝜎332 − 𝜎𝜎11𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎11𝜎𝜎33 − 𝜎𝜎22𝜎𝜎33 + 3(𝜎𝜎122 + 𝜎𝜎132 + 𝜎𝜎232 ) =  𝜎𝜎𝑠𝑠 
                         
Nel caso biassiale si ha: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = �𝜎𝜎112 + 𝜎𝜎222 − 𝜎𝜎11𝜎𝜎22 + 3𝜏𝜏12 =  𝜎𝜎𝑠𝑠       (3.56) 
Infine, nel caso in cui siano non nulle le sole componenti σ11 e τ12, come per 
esempio nel caso della trave, il criterio di snervamento si particolarizza: 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑 = �𝜎𝜎112 + 3𝜏𝜏122 = 𝜎𝜎𝑠𝑠              (3.57) 
Il criterio di Von Mises può essere riguardato come una modifica di 
quello di Beltrami: l’esaurimento delle risorse elastiche non è più imputato 
all’energia di deformazione nella sua interezza, ma solo a quella sua parte che 
è responsabile della variazione di forma dell’intorno. 
 
 
 
 
Figura 3.22 - Criterio di Von Mises (LEONE CORRADI DELL'ACQUA,1992) 
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3.3.4   Il criterio di Drucker e Prager 
Al fine di considerare l’effetto della tensione principale intermedia sII 
sul dominio limite di resistenza e per far sì che questo sia rappresentato da 
una superficie o linea regolare con vantaggi analitici e computazionali, è stato 
proposto da Drucker e Prager un criterio concettualmente analogo a quello di 
Coulomb, ma basato su grandezze medie degli sforzi con un approccio 
analogo a quello considerato per il criterio di von Mises. 
Si può quindi introdurre il criterio nella forma analoga di Coulomb, ma 
in termini di grandezze medie: 
𝜏𝜏𝑚𝑚 = 𝑅𝑅𝐷𝐷𝑃𝑃 − 𝜇𝜇𝐷𝐷𝑃𝑃𝜎𝜎𝑚𝑚                      (3.58) 
dove 𝑅𝑅𝐷𝐷𝑃𝑃 𝑒𝑒 𝜇𝜇𝐷𝐷𝑃𝑃 assumono il ruolo, rispettivamente, di coesione e 
coefficiente di attrito interno. Nel riferimento principale il criterio si pone 
nella forma: (3.59) 
�(𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼)2 + (𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)2 + (𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼)2 = 𝑅𝑅′ − 𝜇𝜇′3 (𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 
dove c’ e µ’ sono due parametri da determinare sperimentalmente equivalenti 
a 𝑅𝑅𝐷𝐷𝑃𝑃 𝑒𝑒 𝜇𝜇𝐷𝐷𝑃𝑃. Si può verificare che la (3.59) definisce nello spazio delle 
tensioni principali la superficie laterale di un cono con vertice in 𝑠𝑠𝐼𝐼 = 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 =
𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑅𝑅′/𝜇𝜇′ nell’ottante positivo; le sezioni della superficie limite con i piani 
deviatorici sono circonferenze, il cui raggio dipende linearmente dalla 
tensione idrostatica. 
I parametri possono essere correlati alle resistenze monoassiali; infatti 
per la trazione monoassiale risulta: 
𝜎𝜎𝑡𝑡 = 3𝑐𝑐′3√2+𝜇𝜇′                    (3.60) 
mentre per la compressione monoassiale: 
𝜎𝜎𝑐𝑐 = 3𝑐𝑐′3√2−𝜇𝜇′                      (3.61) 
da cui si evince il vincolo 
𝜇𝜇′ < 3√2                        (3.62) 
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Nel caso di stati di tensione biassiali (sIII = 0), la (3.59) si particolarizza 
nella seguente: 2[𝑠𝑠𝐼𝐼2 − 𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼2 ] = �𝑅𝑅′ − 𝜇𝜇′3 (𝑠𝑠𝐼𝐼 + 𝑠𝑠𝐼𝐼𝐼𝐼)�2              (3.63) 
che è rappresentata nella figura seguente per alcuni valori del parametro     
𝑚𝑚 = 𝜎𝜎𝑐𝑐/𝜎𝜎𝑡𝑡, da cui è immediato osservare che per m = 1, ossia per µ’ = 0, il 
criterio coincide con quello di von Mises. 
 
 
Si può osservare che la resistenza a compressione biassiale fornita dal 
criterio risulta maggiore di quella relativa alla compressione monoassiale, 
aspetto che si riscontra anche sperimentalmente in calcestruzzo e rocce. 
Tuttavia il criterio presenta lo stesso limite già evidenziato per il criterio di 
Coulomb, ovvero quello di esprimere la rottura a trazione come effetto di 
scorrimenti. Il criterio viene utilizzato quando è richiesta la regolarità della 
superficie limite, perché presenta vantaggi in termini sia analitici sia 
computazionali, ma deve essere accoppiato con criteri che controllano la 
resistenza a trazione del tipo Galileo-Rankine.
 
Figura 3.23 - Criterio di Drucker Prager nel caso piano 
(GAMBAROTTA, NUNZIANTE,2011) 
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Capitolo 4 
 
RAPPRESENTAZIONE GRAFICA DEI 
CRITERI DI CRISI 
 
 
 
 
 
In questa sezione verranno rappresentati i criteri di crisi, descritti nei 
capitoli precedenti, nello spazio delle tensioni principali o spazio di Haig-
Westergaard. A questo scopo è stato utilizzato uno specifico programma di 
calcolo, “MATLAB”.
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4.1   Materiali fragili 
Criterio di Galilei – Rankine 
Per rappresentare questo criterio è stato scelto un materiale fragile come 
il calcestruzzo, in particolare quello classificato come C 25/30. 
Le sue caratteristiche sono le seguenti: 
• Resistenza a trazione di calcolo 𝜎𝜎𝑡𝑡 = 2,6 𝑁𝑁/𝑚𝑚𝑚𝑚2
• Resistenza a compressione di calcolo 𝜎𝜎𝑐𝑐 = −14,2 𝑁𝑁/𝑚𝑚𝑚𝑚2
Il criterio è così rappresentato: 
Come descritto nel § 3.2.1, il criterio viene rappresentato nello spazio 
delle tensioni principali da un cubo, avente le sei facce, parallele a due a due, 
ai piani coordinati. 
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Criterio di Grashof – de Saint Venant 
Il materiale utilizzato è lo stesso del criterio precedente, quindi un 
calcestruzzo C 25/30. 
Come anticipato nel capitolo precedente, il criterio di Grashof – de 
Saint Venant viene rappresentato nello spazio di Haig – Westergaard da un 
parallelepipedo inclinato secondo la trisettrice dell’ottante positivo degli assi 
ed avente coppie di facce parallele. 
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Criterio di Mohr – Coulomb 
Il materiale utilizzato per rappresentare questo criterio è un terreno, più 
in particolare argilla sabbiosa, avente le seguenti caratteristiche: 
• Angolo di attrito interno 𝜑𝜑 = 30°
• Coesione 𝑅𝑅 = 0,002 𝑁𝑁/𝑚𝑚𝑚𝑚2
Utilizzato principalmente nella meccanica dei terreni, il criterio di 
Mohr – Coulomb, espresso in termini di tensioni principali, individua una 
superficie di rottura caratterizzata da sei piani, il cui inviluppo è una piramide 
con asse coincidente con quello idrostatico, come specificato nel § 3.2.3. La 
sezione della piramide con il piano deviatorico risulta essere un esagono non 
regolare, ma comunque simmetrico rispetto alle tre direzioni principali. 
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4.2   Materiali duttili 
Criterio di Tresca – de Saint Venant 
Per rappresentare questo criterio è stato scelto come materiale un 
acciaio da costruzione, utilizzato nelle strutture in cemento armato. Si fa 
riferimento ad un acciaio B450C avente lo stesso comportamento sia in 
trazione sia in compressione, in particolare: 
• Tensione di snervamento di calcolo 𝜎𝜎𝑠𝑠 = 391,3 𝑁𝑁/𝑚𝑚𝑚𝑚2
Il criterio è così rappresentato: 
Come anticipato nel § 3.3.1, il criterio di Tresca viene rappresentato 
tramite un prisma a sezione esagonale regolare, le cui facce sono parallele 
alla trisettrice dell’ottante positivo del sistema di riferimento. 
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Criterio di Beltrami 
Così come per il criterio precedente, anche in questa sede è stato 
utilizzato un acciaio B450C. 
Il risultato è il seguente: 
La superficie qui rappresentata, è appunto un ellissoide di rivoluzione 
avente l’asse coincidente con la trisettrice dell’ottante positivo del sistema 
di riferimento, come già confermato nel capitolo precedente. 
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Criterio di Huber – Henky – Von Mises 
Anche per questo criterio è stato utilizzato ai fini dello sviluppo lo 
stesso acciaio B450C. 
La rappresentazione è la seguente: 
Come noto dal § 3.3.3, la figura conferma il fatto che il criterio di von 
Mises è rappresentato tramite un cilindro a sezione circolare avente per asse 
quello idrostatico. 
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